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量子力学で は 、 Heisenberg描像と Schrödinger描像は 全

く 等価で あ る と 考え ら れ て い る 。 しか し、 こ の 二つ は 境界

条件に お い て わ ず か な違い が あ る 。 こ の わ ず か な違い が 時

間 反転対称で ない 減衰モ ー ドの 原因 に なる こ と と 、 そ れ が

非可逆 現象と 関 係して い る 事を 以 下に 説明す る 。

熱が 低温が わ に 移 動す る 現象が 典型で あ る が 、 非可逆 現

象は 広範に 見ら れ る 物理現象で あ る 。 しか し力学の 基 本法

則は 時間 反転不変で あ る 。 時間 反転不変で あ る と は A → B

と い う 変化が 起 こ る なら ば B → A と い う 変化も 起 こ り う

る と い う 事で あ る 。 そ の た め に 、 も し熱が 低温側に 移 動で

き る なら ば 、 反対に 高温側に 移 動す る 現象も 起 き なく て は

なら ない 。 しか しそ の よ う な事は 実際は 起 こ ら ない 。 こ れ

は 熱力学が で き た 時か ら の 基 本的パ ラ ドクスで あ り 未だ に

解け て は い ない 。

Schrödinger描像で は 力学は Schrödinger方程式

idψ/dt = Hψ

と して 記 述さ れ る 。 Scrödinger方程式が 、 時間 反転不変で

あ る の は H が Hermite す なわ ち H∗ = HT で あ る か ら で あ

る 。 例え ば H =
∫

dx(p2/2m+V (x)) の よ う なHamiltonian

の Hermiticity を 証明す る に は 、 p = −i ∂ x が Hermitian で

あ る 事を 証明す れ ば 充分で あ る 。

p = −i ∂ x の よ う な演 算子の 転置pT は

∫
dx φ (x)(pTψ (x)) ≡

∫
dxψ (x)(pT φ (x))

と して 定義 さ れ て い る 。 p が Hermitian で あ る 事は

∫
dx φ (x)(pTψ (x)) =

∫
dxψ (x)(pT φ (x))

= [−i φ (x)ψ (x)]∞
−∞

−

∫
dx φ (x)(pψ (x))

と 、 さ ら に p∗ = −p で あ る こ と と x → ± ∞ で ψ (x) = 0

で あ る こ と を 使っ て 証明さ れ る 。 x → ± ∞ で ψ (x) = 0 と

い う 条件は 見落と しが ち で あ る が 、 実は こ こ に ち ょ っ と 問

題が あ る 。 p は 普通は 常に Hermitian で あ り 固有値は 実で

あ る と 思わ れ て い る が 、 ψ (x) = 0 の 境界条件が なけ れ ば

ψ (x) = ex の よ う に 虚の 固有値を 持つ 固有状態が 存在す る 。

さ て 一 方、 量子力学に よ っ て 知り う る こ と の 全て は 、 任

意 の 観 測量A の 任意 の 状態 |ψ〉に 対す る 期 待値〈 ψ |A|ψ

〉か ら 知る こ と が で き る 。 Scrhödinger描像で は こ の ψが

idψ/dt = Hψと して 時間 発展す る わ け で あ る 。 こ れ を

使う と i(d/dt)〈 ψ |A|ψ〉 =〈 ψ |(AH − HA)|ψ〉で あ る 。

こ の 方程式を 反対に ψが 不変で A が idA/dt = AH − HA

と い う 方程式に 従っ て 変化す る と 考え て も 良い 。 こ れ が

Heisenberg描像で あ る 。 こ の よ う な計算に よ っ て 両者は 全

く 同一 だ と 考え ら れ て い る 。

しか し良く 見て みる と 観 測量A に 対して ψと 同様に x →

± ∞ で A → 0 を 要求 す る べ き 理由は 特段ない 。 遠方で 増大

しよ う と か ま わ ない 。 も っ と も 初歩的な観 測で あ る 「 何も

しない 観 測」 A = 1 で す ら こ の 条件を みた して い ない 。

ま た ρ = |ψ〉〈 ψ | と して 〈 ψ |A|ψ〉 = tr ρ A で あ る 。

こ れ は ρ の 空間 と A の 空間 が 双対で あ る こ と を 言っ て い

る 。 ρ が x → ± ∞ で ψ (x) → 0 で あ る 全て の 関 数の 集合で

あ れ ば 、 そ の 線形な双対の 空間 の 自然な定義 は x → ± ∞ で

A(x) → 0 で あ る も の と A(x) → 0 で ない も の の 全て を 含 ん

だ 集合で あ る 。 こ の 理由か ら も A に 対して 無限大で 落ち て

い る 事を 要求 しない 事は 自然で あ る 。

A が 無限大で 落ち て い なけ れ ば A に 対す る 線形演 算L :

AL ≡ AH − HA に 対して は ψの Hermite性を 証明した 時

の よ う な部分積分に よ る 議 論は 成立しない 。 従っ て L は

Hermite で は なく 、 虚の 固有値を 持つ 可能性が あ る 。 虚の

固有値は 減衰あ る い は 増大す る モ ー ドの 存在を 意 味す る 。

そ の 片方しか なけ れ ば そ の 系は 非可逆 で あ る 。

さ て A(t = 0) を も と に して A(t), t > 0 を 求 め る と い う 初

期 値問題を 解か なく て は なら ない 。 こ れ は retarded propa-

gator を 使っ て A(t) =
∫

d ω e−i ω tA(t = 0)/(L− ω − i ε

) と して 求 め る 事が で き る 。 こ こ で ε は 無限小で あ る 。（ 任

意 の 物理的な問い は t > 0 の 結果を 知れ ば 知る 事が で き る

の で 、 t < 0 に つ い て 解を 求 め る 必要は ない 。）

こ こ で 、 例示の 為 に 具 体的に H = H0 +V の よ う に 自由

部分と 相互作用部分に わ け る 事が で き て 、 さ ら に 摂動論が

適用可能で あ る と しA(t = 0) = Σ k|k〉 ak〈 k| と い う 状態の

時間 発展を 考え る 。 |k〉 は H0 の 固有値Ek の 固有状態で あ

る 。 固有値は 縮退して い る か も しれ ない しE の 有限の 区間

に 限り 無く た く さ ん の 状態が つ ま っ て い る か も 知れ ない 。

∗L = [∗, H ] = [∗, H0] + [∗, V ] ≡ ∗ L0 + ∗LV と 分け て 、 二

次ま で の 摂動で

A(t) =

∫
dωe−iωtA(t = 0){L−−L−LV L−+L−LV L−LV L−}

で あ る 。 L−≡ (L0 − ω − i ε )−1 こ こ で LV L−LV = X(

ω ) と 置き 換 え て 、 ω = 0 の 周り で Talor展開し０次だ け

の 近似を す る 。 X(0) は 有限の 虚の 成分を 持つ こ と に 注意 。

ImX > 0 と 正定値で あ る 。

A(t) =

∫
dωe−iωtA(t = 0){L−−L−LV L−+L−X(0)L−}
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こ れ か ら

ak(t) = ak(0) − itVkkak(0) + it Σ k′X(0)kk′a′

k(0)

た だ し、 t が 大き く ない 時の 近似で あ る 。 第二項は 普通に

ポ テン シャ ル に よ る エネル ギー シフ トで あ る 。 第三項は 虚

数値の 為 に ak の あ る 線形結合に 減衰を も た ら す 。 こ れ を く

り 返せ ば 指数関 数的に 減衰す る だ ろ う 。 虚の 成分を explicit

に 書く と

ak(t) = ak(0) − it × (エネル ギー シフ ト)

−Σ k′2πδ(Ek−Ek′)|Vkk′ |2ak+Σ k′2πδ(Ek−Ek′)|Vkk′ |2ak′

H を N粒子の 気 体の モ デル だ と 思え ば 、 こ の 表式は B-

BGKY近似なしで 気 体の モ デル の 確 率の 移 行を 表した 方

程式と 形式的に 同じ で あ る 。 た だ し、 こ れ は 確 率で は なく

observable で あ る 。 そ して 最終的に は ak = f(Ek) に 、 つ

ま り 同じ エネル ギー に 対して は 同じ 重みで あ る よ う な演 算

子に 、 収束して 終わ る 。 こ こ で f は なん ら か の 連続関 数で

あ る 。

こ こ ま で で 、 い く つ も の お お ま か な近似を 行っ た 。 しか

し、 Hamiltonian の 関 数A(t) = f(H) が 近似無しの 発展方

程式の 安 定点に なっ て い る 事は 確 か で あ る 。 そ して A(t) に

は 多く の 減衰す る モ ー ドが あ る 事が 分か っ た 。 だ か ら こ こ で

は き ち ん と 証明す る 事は で き ない が A(t) は f(H) に 向か っ

て 収束す る と しよ う 。 1

さ て 、 こ こ ま で で 、 一 般的に 理解さ れ て い る 時間 反転不

変性が 自然に 破れ て い る 事、 そ れ が 何か 減衰の よ う な現象

を 引 き 起 こ す 事、 そ して そ れ が 気 体など の 確 率論的方程式

に 似て い る こ と ま で は わ か っ た 。 で は こ れ で ど の よ う に 物

理的な非可逆 現象を 説明で き る の で あ ろ う か 。 統計力学の

基 本的仮定と して 等重率の 仮定が あ る 。 こ れ は エネル ギー

が （ ほ と ん ど ） 等しい 全て の 状態の 間 で 重みが 等しい と い

う 仮定で あ る 。 ほ と ん ど の 統計力学の 結果は こ の 仮定か ら

導き 出す 事が で き る 。 だ か ら 等重率の 仮定を 正当化す れ ば

よ い 。

量子力学て き 状態の 重みが 等しく ない 事を 観 測す る 演 算子

A = Σ
k̃
|k̃〉 a

k̃
〈 k̃| を 考え る 。 こ こ で |k̃〉 は 全Hamiltonian

H の 固有値 Ẽk の 固有状態で あ る 。 特に Ẽk が 非常に 小さ な

幅Δ E の 中に 限ら れ て い て か つ Σ
k̃
a

k̃
= 0 と なる よ う な

も の が 「 重みが 等しく ない こ と を 観 測す る 演 算子」 で あ る 。

こ れ ら の 演 算子が 大き な値を 示せ ば 等重率か ら ず れ て い る

1た だ し全て の オペ レ ー タが そ う で は ない 。 先に 議 論した 通り 無限遠
で 落ち て い る オペ レ ー タに 対して は L は Hermitian で あ る か ら 、 そ の 時
間 発展に は X か ら 来る 虚部が なく 減衰も 収束も しない 。 従っ て あ る クラ
スの オペ レ ー タの みが f(H) に 収束す る の で あ る 。 ど の よ う なクラ スか は
将来の 研究 に ゆ だ ね る こ と に しよ う 。 しか し、 こ の 後に 述べ る 「 重みが
等しく ない 事を 観 測す る 演 算子」 が 収束す る 事は 文献 [1] で 摂動的に 証明
した 。

こ と を 表し、 ゼロ に なれ ば 重みが 等しい こ と を 表す 。 だ か

ら A → 0 を 示せ ば よ い 。

A → f(H) と い う こ と は 、 a
k̃
→ f(Ẽk) と 言う 事で あ る 。 確

率の 保存と 同様に Σ
k̃
a

k̃
が 保存す る の で 、 f(x) = 0 で なけ

れ ば なら ない 。 従っ て A → 0 で あ る 。 こ れ を も っ て 等重率

は 証明さ れ た こ と に なる 。

最後に 、 以 上の 議 論で は 摂動の 最初の 方だ け で A → f(H)

で あ る こ と を 示した が 、 こ れ を 摂動的に 全オー ダで 行お う

と した 試みが 文献 [1] で あ る 。

文献

[1] Mogami, T., Statistical mechanics and the duality of

quantum mechanical time evolution, cond-mat/0402583

2


